
1. 서 론
조선소, 제철소, 항만 등에서 무거운 자재를 이동시키는데 오

버헤드 크레인이 광범위하게 사용되고 있다. 특히 조선소 선박 
건조 과정의 경우 내업 및 외업 공정 모두 오버헤드 크레인을 이
용하는 작업을 매우 빈번하게 사용되는 것을 볼 수 있다. 일반적
인 오버헤드 크레인은 Fig. 1과 같이 Trolley, Bridge girder, 
Runways girder로 구성되며 Trolley 아래 Hook가 Wire rope로 연
결되어 있다. Hook 아래에는 이송하려는 중량물이 연결된다.

일반적으로 오버헤드 크레인은 작업자가 수동으로 조종하며 
중량물을 옮기는 작업을 수행한다. 만약 숙련도가 낮은 작업자가 
크레인을 조작하는 경우 크레인 와이어가 과도하게 흔들려 매달
린 중량물의 예측할 수 없는 움직임을 초래한다. 이로 인해 주변 
작업자 또는 장비와 충동할 가능성이 있으며 주변 작업자의 부상 

Fig. 1 Common overhead crane structures
또는 사망 사고로 이어질 수도 있다. 또한 크레인의 Trolley, Bridge 
등 특정 부위에 불규칙한 동적 하중이 가해지며, 장력과 마찰을 
증가시켜 와이어의 조기 마모 또는 파손의 위험을 높일 수 있다. 
따라서 크레인의 제어를 통한 중량물의 흔들림 제어가 필요하며 
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제어 알고리즘을 개발하는 데에는 크레인 운동 방정식이 필수이다.
오버헤드 크레인 Bridge girder의 경우 앞뒤로만 이동 가능하

기 때문에 하부에 연결된 중량물의 흔들림을 줄이기 위해서는 일
반적으로 Bridge girder의 앞뒤 방향 이동 속도를 제어한다. 줄의 
길이에 따라 속도 프로파일을 어떻게 설정하느냐에 따라 매달린 
중량물의 거동이 달라진다. 따라서 대부분의 선행 연구는 크레인
과 와이어, 중량물을 포함한 운동 방정식을 구성하고 크레인의 
속도 프로파일을 통해 움직임을 제어하고 있다. Lee and Lee 
(1999)의 연구에서는 3차원 공간의 천장 크레인 시스템의 운동 
방정식을 Trolley 및 Girder와 줄의 연결된 중량물을 질점 형태의 
모델로 정의한다. 하지만 해당 운동 방정식의 경우 비선형적이며 
복잡한 상황에 대한 실증적 검증이 부족하다. Nguyen and Nguyen 
(2017)은 Euler-Lagrange 식을 활용해 3차원 크레인 모델의 운
동 방정식을 구성하였다. 유도 과정 중 운동 에너지와 위치 에너
지를 정의하지만 실제 운동 방정식을 유도하는 중 매우 복잡한 
미분을 수행해야 하는 문제가 있다. 유사하게 3차원에서 카트와 
펜듈럼 형태로 모델을 정의 후 Euler-Lagrange를 사용해 운동 방
정식을 정의한 Fadlalla and Hassan (2021) 연구가 존재한다. 해
당 연구 또한 매우 복잡한 유도 과정을 거쳐야 한다.

앞선 연구에서 살펴보았듯이 크레인 제어의 핵심은 운동 방정
식의 구성과 크레인의 속도 프로파일을 어떻게 설정하느냐에 달
려있다. 다만, 기존 연구처럼 Euler-Lagrange 방정식을 사용할 
경우 기본적으로 2번의 미분을 거쳐야 하기 때문에 변수가 많아
질수록 식이 복잡해진다. 만약 3차원으로 확장을 위해 Trolley의 
이동을 포함하거나, 와이어 길이 조절과 같이 변수를 추가하기 
위해서는 새롭게 식을 유도해야 

본 연구에서는 기존 연구와는 달리 손쉽게 운동 방정식을 구성
하기 위해 다물체 동역학 형식 중 하나인 Discrete Euler-Lagrange 
Equation (DELE)을 사용하였다 (Shabana et al., 2009; Ham et 
al., 2015). DELE을 사용하여 복잡하게 식을 유도할 필요 없이 
주어진 변수로 식을 간단하게 구성할 수 있다는 장점이 있다.

이어지는 2장에서는 DELE을 이용하여 크레인과 중량물의 운
동 방정식을 유도하고 수치적으로 해석하는 방법에 관해서 설명
한다. 3장에서는 유도한 운동 방정식을 활용하여 주어진 속도 프
로파일에 따라 중량물의 움직임을 모사하는 과정을 보인다. 여러 
가지 시뮬레이션 사례에서 3차원적인 움직임과 와이어 길이 조절
까지 가능함을 확인할 수 있다. 마지막으로 4장에서는 결론 및 
향후 연구 계획을 언급한다.

2. 3차원 크레인 동역학 모델 유도
2.1 3차원 펜듈럼 모델 정의

운동 방정식을 정의하기 전 적용할 모델을 정의해야 한다. 오
버헤드 크레인과 탑재물을 3차원 공간에 Fig. 2와 같이 일반적인 
오버헤드 크레인 중량물의 무게중심을 이용한다. 해당 모델은 비
교적 단순한 형태의 크레인과 2개의 축 방향으로 동시에 흔들 

Fig. 2 Define crane-pendulum model
리는 3차원 단일 펜듈럼으로 정의할 수 있다(Mojallizadeh et al., 
2023). Fig. 2에서 보이는 바와 같이     및      는 
크레인과 펜듈럼의 위치 좌표를 의미한다. 와 는 각 축에서
의 크레인 속도를 의미한다. 운동 방정식을 통해 크레인과 펜듈
럼의 위치를 계산하기 위해 Generalized coordinate ()를  식 
(1)과 같이 정의한다. 크레인의 높이 는 상수로 주어지는 값이
므로 Generalized coordinate에서 제외하였다. 그리고 미분을 통
해 식 (2)와 같이 Generalized velocity ()를 구할 수 있다.
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2.2 Discrete Euler-Lagrange Equation을 사용한
운동 방정식 정의

기존 연구들과 다르게 복잡하지 않으면서 손쉽게 운동 방정식을 
정의할 필요가 있다. 본 연구에서는 DELE을 통해 운동 방정식을 
정의하고자 한다. 해당 방정식의 일반적인 형태의 경우 식 (3)과 
같다. 
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식 (3)에서 M은 질량 행렬, 는 제약조건 힘의 방향을 의미
하는 Constraint Jacobian, 는 스프링 계수처럼 작동하는 
Regularization term, 는 수치적분의 시간 간격 (time step), 
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는 Lagrange Multiplier로 제약조건에 의한 힘의 크기, 
는 시스템에 작용하는 외력, 는 제약 조건 (Constraints) 그
리고 는 Stabilization term으로 시스템의 발산을 방지하는 감쇠
항 이다.DELE의 경우 수치 해석을 위해 변분을 적용하여 가속도
가 아닌 속도 관계식으로 표현되기 때문에 크레인의 속도를 직접
적으로 식에 반영할 수 있다는 장점도 있다. 또한 식 (3)에 보이는 
것처럼 기존의 Euler-Lagrange 방정식처럼 변수마다 미분할 필
요없이 제약조건만을 미분하면 되기 때문에 식이 복잡하지 않다.

식 (3)을 기반으로 운동 방정식을 정의하기 위해 Constraints
()을 정의해야 한다. 시간에 따른 와이어 길이 변화를 제약조
건으로 설정하며 식 (4)와 같이 정의한다. 다음으로 각 변수의 편
미분을 통해 Constraint Jacobian()을 식 (5)와 같이 정의한다.
   
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(4)
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운동 방정식을 유도하기 위해 Constraint( )와 Constraint 
Jacobian()을 정의하였고 이를 식 (3)에 대입하여 최종 운동 
방정식을 유도한다. 좌측 항의 경우 식 (6), 식 (7), 우측 항 또한 
식 (8)과 같이 정리할 수 있다.
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Table 1 Abbreviation of equation (6),(7),(8)
Item Abbreviation Mass of the crane Mass of the pendulums  Crane speed on each axis  Pendulum speed on each axis Wire length  External forces on each axis gravity
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식 (6), (7), (8) 사용된 기호의 정의는 Table 1에 정리하였다.

2.3 행렬 분할 (Matrix Partitioning)
크레인의 앞뒤 방향 속도(), 좌우 방향 속도 ()가 입력으로 

주어지게 된다. 따라서 식 (3)을 풀이하기 위해서는 입력 정보와 
구해야 하는 값을 구분하여 식을 분해해야 한다. 즉, , 은 입
력되고, 이를 기반으로   을 구하는 문제가 된다. 따라서 
행렬을 분할하여 식을 재구성할 필요가 있다. 식 (6), (7), (8)에
서 펜듈럼의 속도 항에 해당하는 1,2행을 제외하고, 식을 다시 
정리하면 식 (9)와 같다.
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(9)

일차적으로 행렬 분할 과정을 진행한 식 (9)를 기반으로 역행
렬을 곱하면 식 (10)으로 정의할 수 있다. 해당 운동 방정식에서 X ,Y축 크레인의 속도를 입력했을 경우 펜듈럼의 속도 및 위치
를 계산할 수 있다.
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2.4 와이어 길이 조절
2.3절에서 유도한 운동 방정식에서 와이어의 길이가 순간적으

로 변하면 비현실적인 물리적 반응이 발생한다. 따라서 부드럽게 
와이어 길이가 변하도록 속도와 가속도 개념을 사용하였다. 와이
어 길이가 변하는 기간()을 설정하며 해당 기간 사이에 길
이 변화( )는 식 (11)로 결정한다. 해당 방법은 와이어 속도
를 가속도() 기반으로 일정하게 증감시켰고, 최대 속도
(max)를 넘지 않도록 길이 변화 속도를 제한하였다. 길이 변화 
시간을 지나게 되면 와이어의 속도 변화    는 0이 되어 와이
어 길이 변화를 멈춘다.

        ×  if   ≺maxmax  if   ≥max
     if  ≥ 

(11)

2.5 수치 적분
2.3절에서 유도한 운동 방정식은 비선형이므로 수치 적분을 

통해 매시간 계산을 수행한다. 수치 적분을 통한 시간 진행 방법
을 Fig. 3에 나타내었다.
(1) 입력 단계: 초기 펜듈럼의 위치 및 속도, 각 축에서의 크레인 

속도 마지막으로 종료 시점을 판단하는 현재 시간() 및 계
산 종료 시간( )을 입력한다.

(2) 펜듈럼 속도 계산 단계: (1) 단계에서 입력받은 값을 기반으
로 운동 방정식에 해당하는 식 (10)을 계산 후 각 축에서 펜
듈럼의 속도를 계산한다.

Fig. 3 The procedure of calculating dynamic equation
(3) 펜듈럼과 크레인 위치 계산: (2) 단계에서 계산한 각 축에서 

펜듈럼의 속도 및 크레인의 속도 값을 기반으로 현재 시점의 
크레인과 펜듈럼의 위치를 계산한다.

(4) 계산 종료 판단 단계: (3) 단계에서의 계산 시점을 기준으로 
계산 종료 시간과 비교하여 수치 적분 계산 진행을 판별한다. 
현재 시간이 종료 시간보다 작은 경우 앞선 계산 과정을 진행
한다. 

5) 시간 및 펜듈럼 상태 업데이트 단계: (3) 단계에서 계산한 펜
듈럼의 위치 및 속도의 값 그리고 현재 시간을 (4) 단계가 종
료될 때까지 계산을 반복한다. 
본 연구를 통해 DELE을 기반으로 3차원 크레인-펜듈럼 모델

에 적용할 수 있는 운동 방정식을 유도하였고, 행렬 분할을 통해 
Bridge girder와 Trolley의 속도 입력, 와이어 길이에 따라 중량물
의 운동을 계산할 수 있도록 식을 변형하였다. 또한, Fig. 3의 과
정을 통해 안정적인 수치 적분을 수행할 수 있는 방법을 제안하
였다.

3. 적 용
3.1 오버헤드 크레인 제원 및 운동 방정식의 

Parameter 선정
대상 오버헤드 크레인과 공장의 주요 제원을 table 2에 정리하

였다. 오버헤드 크레인의 이동 거리는 실제 조선소 내업 공장을 
참고하여 결정하고, 크레인의 가속도와 속도의 최대값을 크레인 
카탈로그를 참고하였다.
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Table 2 Specification of simulations
Item Value

Factory length 130 m
Factory width 11 m
Factory Height 15 m
Crane width 12 m   5.7 mm ax ±0.1 msm ax ±2.0 msm ax ±0.01 msm ax ±0.2 ms

Table 3 Simulation parameters of equation (10) 
Item Value Item Value 50 Kg  1.0 0.01 s  1e-05 120 s  9.81 ms

3.2 시뮬레이션 Case 선정
본 연구에서는 2장에서 구성된 운동 방정식이 제대로 동작함

을 확인하기 위해 다음 3가지 Case를 선정하였다. Case 1은 
축으로 Bridge girder만 이동하는 2차원 시뮬레이션이다. Case 2
는 Bridge girder와 함께 Trolley가 축으로 동시에 움직이는 3차
원 시뮬레이션이다. 마지막으로 Case 3는 , 축으로 동시에 
움직이면서 와이어 길이까지 조정한다. 3가지 Case에서 운동 방
정식 풀이에 필요한 공통 파라미터는 Table 3와 같다. 

(1) Case 1. 2차원 시뮬레이션
Case 1의 경우 크레인의 Bridge가 축으로 120m 이동하는 

시뮬레이션을 진행하였다. 2.3절에서 유도한 운동 방정식의 경우 
속도를 입력해야 한다. 즉, 유도한 운동 방정식으로 시뮬레이션
을 진행하기 위해서는 크레인의 속도 프로파일을 설정해야 한다. 
이를 위해 Hong et al. (1997)를 참고하여 가속 구간, 최대 정속 
구간, 감속 구간을 가지는 사다리꼴 형태의 속도 프로파일을 설
정하였다. 크레인의 축 방향의 최대 속도와 최대 가속도를 참
고해 값을 가속, 최대 정속, 감속 구간을 각각 20, 40, 20
로 결정하였다. 해당 속도 그래프는 Fig. 4와 같은 형태로 표현할 
수 있다.

Fig. 4에서 정의한 속도 프로파일을 사용하여 시뮬레이션을 진
행한 결과는 Fig. 5와 같다. 그래프의 가로축은 시뮬레이션 시간
이다. 와 그래프의 세로축은 이동 거리 그리고 두 번째 그
래프의 세로축은 각도를 의미한다. 마지막으로 그래프의 세로
축은 속도를 의미한다. 흔들린 각도()를 보면, 크레인의 초기 가
속 구간에서 멈춰있던 중량물이 먼저 움직인 Bridge에 이끌려 가
면서 앞뒤로 흔들리는 모습을 보여준다. 이후 최대 정속 구간에
서는 댐핑으로 인해 진동이 잦아드는 모습을 보인다. 이후 감속 

구간에서 중량물의 관성으로 인해 앞쪽으로 흔들리는 모습을 보
이며, 크레인이 멈춘 이후에도 진동을 하면서 서서히 멈추게 된
다. 이를 통해 크레인의 운동을 통한 중량물의 진자 운동이 정확
하게 모사됨을 확인할 수 있다.

Fig. 4 Speed profile of case 1

Fig. 5 Simulation result of case 1
(2) Case 2. 3차원 시뮬레이션
Case 2에서 Bridge는 Case 1과 동일하게 축으로 120m 이

동하고, Trolley가 축으로 10m 이동하는 시뮬레이션을 수행하
였다. 는 Case 1과 같은 사다리꼴 속도 프로파일을 구성하였
다. 의 경우 축 방향의 최대 속도와 최대 가속도를 기반으로 

Fig. 6 Speed profile of case 2
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Fig. 7 Simulation result of case 2
사다리꼴 속도 프로파일을 구성하였고, 가속, 최대 정속, 감속의 
경우 30, 20, 30로 결정하였다. 각 축에서 속도 그래프는 
Fig. 6과 같다.

운동 방정식의 3차원 시뮬레이션 결과는 Fig. 7과 같다. 축
은 Case 1과 거의 동일한 결과가 나왔다. 축의 경우에도 가속, 
최대 정속, 감속 구간에서 중량물이 보여야하는 진자 운동이 정
확하게 나타났다. 따라서 3차원으로 확장된 경우에도 2개의 각도
에 대해서 3차원 진자 운동이 잘 구현되었음을 확인할 수 있다.

(3) Case 3. 와이어 길이 조절을 포함한 3차원 시뮬레이션
Case 3의 경우 크레인이 이동하면서 동시에 와이어 길이를 변

경하였다.  및 의 값은 Case 2와 같이 Fig. 6의 사다리꼴 
속도 프로파일로 입력하였다. 와이어의 길이 조절을 위해 Table. 
4와 같이 와이어 길이의 최대 속도와 가속도를 설정하였고, 이동
하면서 20초간 와이어 길이가 줄어들도록 설정하였다.

시뮬레이션을 진행한 결과는 Fig. 8과 같다. 와이어 길이의 변
경이 반영되면서도 각 구간에서 정상적인 진자 운동을 확인할 수 
있다.

Table 4 Simulation parameters of case 3 
Item value  -0.02 ms max  -0.1 ms  20 s

Fig. 8 Simulation result of case 3

Fig. 9 Compare vibration period of case 2 and case 3 
한편, 와이어 길이가 변경되었기 때문에 주기 변화가 예상되었

다. 식 (12) 같이 일반적인 진자 운동에서 와이어 길이가 줄어들
면 주기( )가 작아진다. Fig. 9를 보면 Case 2보다 Case 3의 
와이어 길이가 5.7m에서 3.75m로 줄어 식 (12)에 따르면 주기가 
약 0.8배 작아진 것을 확인할 수 있다.

   (12)
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4. 결 론
기존의 연구 대부분 크레인 운동 방정식을 Euler-Lagrange 방

정식을 기반으로 정의했다. 하지만 식의 유도 과정이 복잡하기 
때문에 본 연구는 다물체 동역학을 기반의 DELE을 사용해 3차원 
오버헤드 크레인 모델의 운동 방정식을 정의하였다. 크레인의 속
성 정보만으로 손쉽게 운동 방정식에 대입할 수 있었으며, 와이
어 길이를 제약 조건으로 추가하여 와이어 길이 조절이 용이하였
다. 해당 방정식은 기존 운동 방정식과 다르게 크레인의 속도 성
분만 입력했을 때 펜듈럼의 위치를 계산할 수 있다는 장점이 있
다. 3가지 case의 시뮬레이션 결과를 통해 3차원에서 안정적인 
계산을 수행하며 이동하는 것을 확인하였다.

향후 연구로는 크레인의 움직임에 따른 중량물의 각도 변화를 
실제 하드웨어를 구축하기 위해 Jung et al. (2016)에서 제시하
는 이퀄라이져 및 와이어 로프 모델링 방법을 참고한다. Chun et 
al. (2018)에서 제시하는 블록의 초기 평형자세를 탐색 방법을 적
용하고, Chun et al. (2022), Ahn et al. (2025)에서 제시하는 블
록의 AI 학습을 통한 제어 알고리즘 개발하고, 해당 운동 방정식
을 검증할 계획이다. 더 나아가 2차원 평면에서 강화학습을 기반
으로 크레인의 이동 및 흔들림을 제어하는 Kim et al. (2022)을 
참고하여 본 연구에서 개발한 3차원 운동 방정식과 Proximal 
Policy Optimization Algorithms (Schulman et al., 2017)을 사용
해 제어 알고리즘을 개발할 계획이다. 해당 제어 알고리즘의 경
우 스스로 학습을 통해 와이어의 흔들림을 제어하면서 동시에 목
표 위치에 이동하기 위해 속도 프로파일을 자동으로 생성한다.
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