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            초록
          
        

        
          In this paper, numerical experiments are performed to examine the collision between a solitary wave and a wave-packet (dispersive wave) in shallow water. We attempt to introduce the improved Boussinesq equation governing the experiments, which is solved by using a semi-analytical approach, called Pseudo-parameter Iteration method(PIM). Using various numerical experiments, we have observed that the wave-packet (propagating dispersive wave) experiences a phase shift after collision with a solitary wave. This phenomenon may be considered as a nonlinear wave–wave interaction in shallow water.
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      1. 서 론
      현재까지 고립파의 충돌과 관련하여 많은 연구가 수행되어왔다. 특히, 자유 수면에서 고립파 정면충돌(head-on collision) 수치 모의 및 실험을 통하여 고립파의 여러 특징을 파악할 수 있었다. 고립파의 진폭이 작은 경우, 두 고립파의 충돌에서 위상 변화(phase shift)를 보이고 에너지 손실을 보이지 않는다. 반면에, 진폭이 큰 고립파의 충돌에서는 부가적인 파(secondary wave)가 발생하며 이는 고립파의 속도 감소에 영향을 준다 (Cooker, 1997).

      이러한 경향성은 고립파 추월(overtaking) 수치 실험에서도 확인할 수 있다. 추월한 고립파가 진폭이 작은 경우, 추월 이후에도 변화가 없지만, 대진폭 고립파가 상대적으로 진폭이 작은 고립파를 추월하게 된다면 작은 진폭을 가진 고립파 뒤에서 부가적인 파가 발생한다 (Zou and Su, 1986).

      본 연구에서는 기존의 고립파 충돌 관련 실험을 확장하여 고립파와 분산파의 일종인 파도패킷(wave-packet)의 상호작용을 수치 실험하고자 한다. 먼저, 필자의 문헌 조사에 의하면 고립파와 파도패킷의 상호작용에 대한 수치 실험은 수행된 바가 없음을 밝힌다.

      본 논문에서는 개선된 부시네스크(Boussinesq) 방정식을 사용하여 고립파와 파도패킷의 전파 및 상호작용의 수치 실험한다. 여기서, 개선된 부시네스크 방정식은 약 분산성(weakly dispersive) 및 약 비선형성(weakly nonlinear)이므로 생성할 수 있는 파에 대한 한계가 존재한다. 수치 실험을 위한 방법으로는 최근 개발된 모조 파라메터 반복법(Pseudo-parameter Interation Method, PIM)을 채택하였다 (Kim, 2023). 이 방법은 비선형 편미분 방정식에 모조 변수를 도입하여 적분 변환을 통해 등가의 적분 방정식으로 정식화한다. 이후, 얻어진 적분 방정식에 바나흐 고정점 정리(Banach fixed point theorem)를 적용하여 수치 해를 반복 계산을 통해 얻는다. 여기서, 모조 변수가 특이점을 허수 영역으로 옮겨 Newton-Cotes 종류의 수치 적분으로도 안정적인 해를 얻을 수 있게한다. PIM의 또다른 장점으로는 분산관계보존(dispersion-relation preserving)에 있다. Jang (2017)은 개선된 부시네스크 방정식의 등가 적분방정식이 분산관계가 보존된다는 것을 수학적으로 그리고 수치적으로 증명하였다. 따라서, PIM은 분산파 수치 실험에 장점이 있는 것으로 알려져 있다.

      PIM은 최근 여러 수치 실험에도 응용되었다. Park and Jang (2022)은 감쇠 개선 부시네스크 방정식에 PIM을 적용하여 고립파의 벽면 반사 후의 수치 감쇠에 대한 수치 실험을 수행하였다. 그리고 Park et al. (2023)은 PIM에 피스톤(piston) 타입의 경계 조건을 통하여 고립파와 크노이달(Cnoidal)파 생성에 관한 연구를 수행하였다.

      본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 본 연구에서 사용된 수치 기법인 모조 파라메터 반복법에 대하여 소개한다. 3장에서는 서로 다른 진폭을 가지는 고립파와 파도패킷의 비선형 수치 실험을 수행하고 이를 선형 합으로 얻은 결과와 비교한다. 마지막으로, 4장에서는 본 연구에서 얻은 결론에 대하여 정리한다.

    

    

  
    
      2. 모조 파라메터 반복법
      개선된 부시네스크 방정식은 아래의 식과 같다.
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      여기서, η는 파고함수, 아래 첨자 x와 t는 각각 공간 및 시간에 대한 편미분, h0는 수심, c0는 특성속도(=gh0), g는 중력가속도이다. 식 (1)의 고립파 해는 다음과 같다.
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      여기서, x0는 고립파 파정의 초기 위치, a는 무차원 진폭 계수이고 ν는 무차원 파 속도 계수(≡1+2a/3) 이다. νgh0는 유차원 영역에서의 고립파 속도이다.

      이제 모조 파라메터 반복법을 적용하기 위해 초기 조건을 다음과 같이 설정한다.
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      여기서, 식 (3)의 η1과 η2는 각각 다음과 같다.
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      Jang (2017)에 따르면, 식 (1)에 모조 항 βη를 양변에 더한 후, 적분변환을 통해 다음과 같이 등가의 적분방정식 형태로 정식화한다. 이때, β(rad/s2)는 모조 파라메터이다.
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      여기서, 커널 함수 hi, i=1,2,3은 식 (9)에서 (11)에 나타내었다. ηi, i=1, 2는 각각 식 (4)와 (5)이다.
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      여기서, ωB~k=c02k2+β/1+h02k2/3, k는 파수이며, ζ(≡ηx)와 ψ(≡ηxx)는 각각 파고 함수 η를 1회, 2회 공간 편미분 한 결과이다. ωB~에서 아래 첨자는 Boussinesq를 의미한다. 그리고 적분연산자 Hi,i=1,2,3을 다음과 같이 도입한다 (Jang, 2017).
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      식 (12)와 (13)을 가지고 적분방정식 (6)~(8)을 식 (14)에서 식 (16)으로 간결하게 표현할 수 있다.
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      그리고 바나흐의 고정점 이론(Fixed point theory)을 이용하여 개선된 부시네스크 방정식 (1)의 모조 파라메터 반복해를 얻을 수 있다 (Jang, 2017).

      
        
          
            	
              
                
                  
                    
                      η
                    
                    
                      n
                      +
                      1
                    
                  
                  =
                  
                    
                      ∑
                      
                        i
                        =
                        1
                      
                      
                        2
                      
                    
                    
                  
                  
                    
                      H
                    
                    
                      
                        
                          i
                        
                      
                    
                  
                  
                    
                      
                        
                          η
                        
                        
                          i
                        
                      
                    
                  
                  +
                  
                    
                      H
                    
                    
                      
                        
                          3
                        
                      
                    
                  
                  
                    
                      
                        
                          ϕ
                        
                        
                          n
                        
                      
                    
                  
                
              
            
            	
              (17) 
				
            
          

        

      

      
        
          
            	
              
                
                  
                    
                      ζ
                    
                    
                      n
                      +
                      1
                    
                  
                  =
                  
                    
                      ∑
                      
                        i
                        =
                        1
                      
                      
                        2
                      
                    
                    
                  
                  
                    
                      H
                    
                    
                      x
                    
                    
                      
                        
                          i
                        
                      
                    
                  
                  
                    
                      
                        
                          η
                        
                        
                          i
                        
                      
                    
                  
                  +
                  
                    
                      H
                    
                    
                      x
                    
                    
                      
                        
                          3
                        
                      
                    
                  
                  
                    
                      
                        
                          ϕ
                        
                        
                          n
                        
                      
                    
                  
                
              
            
            	
              (18) 
				
            
          

        

      

      
        
          
            	
              
                
                  
                    
                      ψ
                    
                    
                      n
                      +
                      1
                    
                  
                  =
                  
                    
                      ∑
                      
                        i
                        =
                        1
                      
                      
                        2
                      
                    
                    
                  
                  
                    
                      H
                    
                    
                      x
                      x
                    
                    
                      
                        
                          i
                        
                      
                    
                  
                  
                    
                      
                        
                          η
                        
                        
                          i
                        
                      
                    
                  
                  +
                  
                    
                      H
                    
                    
                      x
                      x
                    
                    
                      
                        
                          3
                        
                      
                    
                  
                  
                    
                      
                        
                          ϕ
                        
                        
                          n
                        
                      
                    
                  
                
              
            
            	
              (19) 
				
            
          

        

      

      여기서, ϕn≡3gζn2+ηn⋅ψn+β⋅ηn, n은 반복 횟수(=0, 1, 2, ...), ϕ0(η0 = 0, ζ0 = 0, ψ0 = 0)는 0이다.

      식 (17)~(19)를 간략하게 나타내기 위해 아래와 같이 적분 연산자를 사용하여 나타낸다 (Jang, 2017).
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      여기서, η0 ≡ (η1, η2), ηn ≡ (ηn,ζn,ψn)이다.

      마지막으로 식 (20)은 Kim (2023)의 연구에서 사용한 수치 알고리즘을 사용하여 반복 계산을 수행하며 β는 0.1로 설정하였다.

    

    

  
    
      3. 수치 실험
      
        3.1 고립파 진폭에 따른 비선형 상호작용
        본 장에서는 고립파와 파도패킷의 상화작용에 대한 수치 실험을 수행한다. 수심은 h0 = 1.0 m이고 비선형 상호작용 실험을 위한 고립파의 무차원 진폭계수는 0.1, 0.2, 0.4이다. 무차원 진폭을 유차원 값으로 바꿨을 때 각각 0.066 m, 0.133 m, 0.266 m이다. Fig. 1은 상호작용을 위한 초기 조건의 개략도를 나타낸 것이며 파도패킷의 생성을 위한 초기 조건은 물기둥 모양이다. 그 초기 조건은 아래 식과 같다. 물리적으로 물기둥이 중력에 의해 붕괴하면서 파도패킷을 생성한다.
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          Fig. 1 
				
          

          
            Schematic illustration for the initial condition.
          
          

          

        

        계산 영역으로는 x = [-65 m, 65 m], t = [0 sec, 15 sec]이다. 수치 계산을 위한 격자 크기는 공간 영역에서 Δx = 0.25 m 이고 시간 영역에서 Δt = 0.1 sec이다. 비선형 상호작용에 대한 수치 실험을 수행하기 이전에 고립파와 분산파 각각에 대한 전파 현상에 대해 알아본다.

        Fig. 2는 물기둥이 중력에 의해 붕괴하면서 생성하는 파도패킷의 전파 과정을 나타낸 것이다. Fig. 2(b)를 보면 파장이 긴 순으로 선단 부근에서 전파하고 있다. PIM으로 얻은 파도패킷의 분산관계보존에 대한 내용은 Jang (2017)의 연구에 자세히 나와있다.

        
          
          

          Fig. 2 
				
          

          
            Propagating wave-packet.
          
          

          

        

        Fig. 3은 고립파만을 초기 조건으로 주었을 경우, 수치 실험하여 얻은 결과를 시간 t가 각각 5 sec, 10 sec 그리고 15 sec일 때, 실제 해와 비교한 것이다. 그리고 Table 1에서는 시간 t=15 sec일 때, 고립파의 진폭별로 실제 해와의 오차를 식 (22)을 통해 나타내었다. 오차는 백분율로 0.21 % 이내로 타당한 결과를 보여준다(식 (22)의 |•|2는 L2 Norm을 의미한다). 이제, 초기 조건을 Fig. 1과 같이 동시에 주어 비선형 상호작용에 대한 수치 실험을 수행한다.

        
          
          

          Fig. 3 
				
          

          
            Propagation of a solitary wave with different amplitudes.
          
          

          

        

        
          Table 1 
				
          

          
            Error when time t is 15 sec.
          
          

        

        
          
            
              	Amplitude
              	Error(t)
            

          
          
            	0.066 m
            	3.0651 × 10-5
          

          
            	0.133 m
            	2.7178 × 10-4
          

          
            	0.266 m
            	0.0021
          

        

        

        Fig. 4는 고립파와 파도패킷의 비선형 상호작용에 대한 수치 실험을 보여준다. 고립파가 일정한 속도로 그리고 파도패킷이 Fig. 2에서와 같이 퍼져나가는 것을 볼 수 있다. 단일 고립파의 경우, 파도패킷을 지나가면서 진폭이 미소하게 증감한다. 반면, 파도패킷은 형태에서 눈에 띄는 변화를 보이지 않는다.
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          Fig. 4 
				
          

          
            Nonlinear interaction between a solitary wave and a wave-packet 
          
          

          

        

        Fig. 5는 시간이 15 sec 일 때의 결과를 나타낸 것이며 Fig. 4에서와 일관된 형태를 보인다.

        
          
          

          Fig. 5 
				
          

          
            Nonlinear interaction with different wave amplitudes.
          
          

          

        

      

      
        3.2 선형 합과의 비교
        고립파와 파도패킷의 선형 상호작용은 아래와 같이 선형 합(linear sum)으로 정의한다.
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        여기서, ηlin은 선형 합으로 얻은 파고 함수이고 ηsolitary는 고립파의 파고 함수, 그리고 ηdispersive는 파도패킷의 파고 함수이다.
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        여기서, ηnonlinear는 비선형 상호작용(3.1절에서 수행한)로 얻은 파고 함수이다.

        Fig. 6은 진폭이 0.066 m인 고립파와 파도패킷의 선형 및 비선형 상호작용을 시간별로 비교한 것이다. Fig. 6(a)에서 시간이 2 sec일 때는 고립파와 파도패킷의 상호작용이 발생하기 전이다. 이 경우에서는 두 결과에서 큰 차이를 보이지 않는다. Table 2는 선형 합과 비선형 상호작용에서의 파고 함수 오차를 식 (24)를 통해 비교한 것이고 비선형 상호작용이 발생하기 전인 2 sec까지 작은 오차를 가진다. 이후, 두 종류의 파가 만나면서 두 계산 결과가 차이를 보인다. 고립파의 형태에서는 큰 차이를 보이지 않지만, 파도패킷에서는 파의 위상 차이가 발생하는 것을 볼 수 있다.

        
          
          

          Fig. 6 
				
          

          
            Nonlinear interaction compared to linear one: amplitude 0.066 m
          
          

          

        

        
          Table 2 
				
          

          
            Error with respect to time.
          
          

        

        
          
            
              	Time
              	
                Error
              
            

          
          
            	1 sec
            	3.3407 × 10-4
          

          
            	2 sec
            	0.0031
          

          
            	3 sec
            	0.0147
          

        

        

        Fig. 7과 Fig. 8은 진폭이 각각 0.133 m, 0.266 m인 고립파에서의 선형 합과 비선형 상호작용 결과를 비교한 것으로 Fig. 6에서와 일관된 변화를 보인다.

        
          
          

          Fig. 7 
				
          

          
            Nonlinear interaction compared to linear one: amplitude 0.133 m.
          
          

          

        

        
          
          

          Fig. 8 
				
          

          
            Nonlinear interaction compared to linear one: amplitude 0.266 m.
          
          

          

        

        본 연구에서는 고립파가 상호작용 후 파도패킷과 완전히 분리된 상황이 아니므로 상호작용 후 고립파의 특징을 객관적으로 분석하기는 쉽지 않다. 따라서, 다음 장에는 명확한 차이를 보이는 파도패킷의 상호작용 후 특징에 관하여 알아보고자 한다.

      

      
        3.3 상호작용 후 파도패킷의 비교
        Fig. 9는 서로 다른 진폭을 가진 고립파와의 비선형 상호작용에 대한 수치 실험을 시간별로 비교한 것이다. Fig. 9의 nonliear066은 0.066 m(무차원 진폭 계수 : 0.1)의 진폭을 가진 고립파와의 비선형 상호작용을 의미하며 nonlinear133은 0.133 m(무차원 진폭 계수 : 0.2) 그리고 nonlinear266은 0.266 m(무차원 진폭 계수 : 0.4)의 진폭을 가진 고립파를 의미한다. Fig. 9를 통해 서로 다른 진폭을 가진 고립파와 파도패킷이 상호작용을 하게 되면 파도패킷에 서로 다른 위상 변화를 만든다는 것을 알 수 있다. 이를 좀 더 구체적으로 확인하기 위해서 Fig. 9(c)의 case1 과 case 2 (그림 내 사각박스로 표현됨) 를 확대하여 Fig. 10에 나타내었다. 여기서, Fig. 10의 범례에 나와있는 ‘linear’는 비선형 상호작용하지 않은 파도패킷이다.

        
          
          

          Fig. 9 
				
          

          
            Comparison of nonlinear interaction with different wave amplitudes.
          
          

          

        

        
          
          

          Fig. 10 
				
          

          
            Higher magnification of Fig. 9.
          
          

          

        

        Fig. 10(a)는 Fig. 9(c)의 (1)을 확대한 것이며 파의 진행 방향은 오른쪽에서 왼쪽이다. 모든 경우에서 파도패킷의 파고와 파장은 같으며 위상에서만 차이를 보인다. 나아가, 위상은 진폭이 큰 고립파와 상호작용한 경우 가장 빠르고 그것이 없었던 파도패킷이 가장 느리다. 이러한 경향성은 Fig. 10(b)에서도 확인할 수 있다. 파의 진행 방향은 이전과는 반대이고 각 수치 실험 결과에서 파고가 차이 난다는 점만 제외하면 같은 물리적인 현상을 보인다. 이러한 현상은 파도패킷이 고립파와 상호작용을 할 때, 고립파의 진폭으로 인하여 유효 수심이 깊어짐과 관련이 있을 것으로 사료된다.

        Fig. 11과 Fig. 12는 각 수치 실험에서의 위상속도를 비교한 것으로 14 sec에서 15 sec로 파도패킷이 이동할 때의 거리를 나타내었다. 모든 경우에서 위상속도는 2 m/s로 같은 것을 알 수 있다. 위 속도는 Jang (2017)에서 언급한 아래의 개선된 부시네스크 방정식의 분산관계식으로부터 얻은 2.06 m/s와 유사하다.
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          Fig. 11 
				
          

          
            phase displacement of different wave-packets: case 1
          
          

          

        

        
          
          

          Fig. 12 
				
          

          
            phase displacement of different linear wave-packets: case 2
          
          

          

        

        
          
          

          Fig. 13 
				
          

          
            Propagating wave-packet, the height of water column:0.1 m.
          
          

          

        

        
          
          

          Fig. 14 
				
          

          
            Comparison of nonlinear interaction with different wave amplitudes, the height of water column : 0.1 m
          
          

          

        

        
          
          

          Fig. 15 
				
          

          
            Higher magnification of Fig. 14
          
          

          

        

        
          
          

          Fig. 16 
				
          

          
            Comparison with respect to water columns
          
          

          

        

      

    

    

  
    
      4. 결 론
      본 연구에서는 개선된 부시네스크 방정식에 PIM을 적용하여 고립파와 파도패킷의 비선형 상호작용에 관한 수치 실험을 수행하였다. 여러 수치 실험 결과를 통해 상호작용 후 파도패킷의 특징에 대하여 다음과 같은 결론을 얻을 수 있었다.

      (1) 파도패킷은 진폭이 큰 고립파와 상호작용할수록 상호작용하지 않은 경우보다 위상의 변화를 준다. 이때, 파의 파장과 위상속도에는 차이가 없다.

      (2) 상대적으로 진폭이 큰 고립파는 (1)의 위상변화를 심화시킨다.

      (3) 위의 (1) 과 (2) 현상은 비선형 파동간섭으로 사료된다.

      (4) 천수파에서는 수심이 깊을수록 파 속도가 커지는 경향을 보이고 진폭이 큰 고립파와 상호작용하는 파도패킷에서 더 큰 위상차가 발생함을 보아 파도패킷이 고립파를 지날 때, 유효 수심이 깊어진 것과 같은 물리적 효과를 얻은 것으로 사료된다.
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